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INTRODUCTION 
Dans cet article, nous etudions la validite de l’inonce suivant, oi k designe 
un corps de caracteristique differente de 2, et ou K = k(t) est le corps des 
fractions rationnelles i une variable sur le corps k: 
(E) Soit @=(l,a,)@ ... @ (1, a,,) une n-forme de Pfister d coefficients 
dans K, et soit f E K* tel que la forme f. @ I -@ soit K-isomorphe ci une 
forme d&ie sur k c K. II existe alors a E k* tel que f. @ soit K-isomorphe 
ci a. @. 
Cet Cnonce peut sembler exotique. Cependant, la question de sa validitl 
dans le cas n = 2 est apparue naturellement dans l’etude de l’equivalence 
rationnelle sur les zero-cycles des surfaces fibrees en coniques sur la droite 
projective (S. Bloch [ 11, les auteurs [4]). De plus, comme on le verra dans 
cet article-ci, le cas n = 1 est intimement lie a une autre situation 
geometrique simple: &ant don&e une courbe hyperelliptique definie sur le 
corps k, existe-t-i1 des algebres simples centrales non triviales qui sont 
decomposees par le corps des fonctions de la courbe? 
On voit facilement que l’lnonci (E) vaut si @ est definie sur k, ou s’il 
existe t, E k tel que la forme specialisie @(to) soit isotrope. Mais la validite 
de l’enonce (E) pour to&es les n-formes de Pfister depend de la nature du 
corps k. On verra ici que l’enonce (E) vaut pour k = R et n quelconque, pour 
n > 2 et k corps p-adique ou corps de nombres, pour tout n 2 r si le corps k 
est C, (en particulier pour tout n si k est algebriquement clos ou fini). Mais 
on donnera des contre-exemples a (E) avec n = 1 et k corps de nombres ou k 
corps p-adique, ainsi que des contre-exemples a (E) avec n = 2 et k = Q(X), 
ou Qp<x>, ou Qp(W>>, ou C(X, Y, Z), ou C((X))((Y))((Z)): tous ces 
exemples avec n = 2 apportent une rtponse negative a la question soulevee 
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dans [4, p. 4371. On voit ainsi qu’un certain homomorphisme “carac- 
teristique” (voir Paragraphe 3): 
utilise dans l’etude de I’iquivalence rationnelle sur les zero-cycles des 
surfaces rationnelles fibrees en coniques sur la droite projective [ 1,4], 
injectif lorsque la surface X possbde un point k-rationnel [4, Theoreme 21, ne 
Pest pas forctment si l’on omet cette condition. Ceci r&pond i une question 
de S. Bloch ([ 11, fin de l’introduction). 
Le premier Paragraphe contient les resultats positifs (hypothese sur @, ou 
surf, ou sur le corps k), et decrit un groupe mesurant l’iventuelle obstruction 
au probleme, pour k et @ donnes. Le second Paragraphe decrit en detail le 
cas n = 1 et la geometric associee, ce qui permet de construire des contre- 
exemples de facon raisonnie. Dans le troisieme Paragraphe, apres avoir 
brievement rappele le lien du cas II = 2 avec les surfaces tibrles en coniques 
sur la droite projective, on donne des contre-exemples, inspires par le cas 
n= 1. 
NOTATIONS ET RAPPELS 
Les notations sont celles adoptees dans [4], c’est-i-dire essentiellement 
celles du livre de Lam [5]. Etant donne un polynome irreductible n E k[t], 
on note a,,n l’homomorphisme de premier rtsidu de l’anneau de Witt W(K) 
dans l’anneau de Witt W(k,) du corps k, = k[t]/(n), et l’on note az,n 
l’homomorphisme de second rlsidu (homomorphisme de groupes abeliens, 
dependant du choix de x) de W(K) dans W(k,). On sait qu’on a la suite 
exacte de Milnor: 
oti K parcourt les polynomes unitaires irriductibles de k[t]. Cette suite induit 
des suites exactes pour les puissances de l’ideal fondamental [8, Lemma 5.71: 
et aussi, par passage aux quotients: 
0 -, Ink/I” + ‘k 5 I”K/I” + ‘K ‘a2~n’ + @ I”- ‘k,/I”k, + 0. (1.3) 
II 
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Etant donni un corps L, on appelle L-forme une forme quadratique definie 
sur L, c’est-a-dire 1 coefficients dans L. Etant donnte une extension de corps 
L/K, on dit qu’une L-forme vient de K si elle est L-isomorphe a une forme a 
coefficients dans K. On utilisera tacitement le theorime de simplification de 
Witt: deux formes quadratiques de meme rang sont isomorphes si et 
seulement si leurs classes dans l’anneau de Witt sont identiques. On note 
((a i ,..., a,)) la n-forme de Pfister (1, a,) @ .. . @ (1, a,). 
1. CAS DE VALIDITh DE L%NONC$ (E) 
PROPOSITION 1. Soit Qi une jiorme quudrutique d&lie sur k, et soit 
f E K* tel que la forme f. @ I -4 vienne de k. II existe ulors a E k* tel que 
f. @ soit K-isomorphe d a a @. 
DtGnonstrution. Par hypothese, f. @ 1 -@ vient de k; si une k-forme est 
isotrope sur k(t), elle l’est sur k, ce qui, joint au theoreme de simplification 
de Witt, montre l’existence d’une k-forme Y telle que f s @ soit K-isomorphe 
a Y. Supposons k intini. 11 existe alors K de degrt 1 tel que v,(j) = 0 (v, 
designe la valuation attach&e a K). De l’egalite f a @ = j( !Y) dans W(K), on 
tire par application de a,,,: 
7. @= YE W(k) 
(f designant la classe de f modulo x) puisque a,,, 0 j est l’identitt de W(k). 
Comme toutes les formes considerees ont le meme rang, on obtient un K- 
isomorphisme f. @ rJ‘. @, avecfE k,* = k*. Si k est lini, il existe au moins 
un polynome K irreductible de degrl impair tel que v,(f) = 0. Un argument 
de transfert permet alors d’obtenir le resultat (utiliser [5, Chapitre 7, 
Thloreme 1.3 (Riciprociti) et Theoreme 1.71). 
PROPOSITION 2. Soit @ une K-forme quadrutique, et soit f E K* tel que 
f. @ I -4 vienne de k. S’il existe un polyn6me irrbductible n de degre’ 
impair tel que a,,,(@) = 0, ulors f . @ est K-isomorphe ci @. 
Dkmonstrution. On peut supposer @ donnee sous la forme (a, ,..., a,) I 
n(b, ,..., b,), avec V,(Ui) et v,(bj) nuls pour tout i et j. On peut aussi supposer 
v,(f) = 0 ou 1. Pour c E K* de valuation v,(c) nulle, on note E la classe de 
c dans k,*. L’hypothese a,,,(@) = 0 se traduit par: 
(5 1 ,..., 6,) = 0 E W(k,). 
Supposons d’abord vn( f) = 0. Alors 
a,,&-. @ 1 4) =$. (5 ,,..., a,> 1 -(6, )...) 6,) = 0, 
(1.4) 
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d’aprb (1.4). Supposons maintenant v,(J) = 1, soit f = zg avec vn( g) = 0. 
Commef . @ I -@ vient de k, on a: 
et done, compte tenu de (1.4): 
6 , ,..., b,) = 0 E W(k,). (1.5) 
Conjuguant (1.4) et (1.5), on obtient: 
a~,n(f* #’ 1 -@> = k! * (b ,,..., b,) 1 -+il ,..., CT,) = 0 E W(k,). 
Ainsi, quelle que soit la valuation def, on a: 
a,,,(f. CD 1 -CD) = 0. 
Si maintenant Y designe une k-forme telle que f. @ -L -@ soit K-isomorphe 
i Y, on obtient a,,, o j( v = 0 dans W(k,). Comme I’application composee 
a ,,% o j n’est autre que l’application naturelle W(k) + W(k,), et que celle-ci 
est injective car k,/k est de degrt impair (theoreme de Springer), on con&t 
Y= 0 E W(k), et done f. @ 1 -@J = 0 E W(K), d’ou un K-isomorphisme 
f.@E.. 
PROPOSITION 3. Soient a,,..., a,, des polynbmes non nuls de k[t], saris 
facteur multiple, et premiers entre eux deux ci dew. Supposons que Pun des 
a, a un facteur irrbductible de degre’ impair. Soit @ = ((a, ,..., a,,)), et soit 
f E K* tel que f. @ I -@ vienne de k. Alors f. @ est K-isomorphe h @. 
DPmonstration. Soit 71 un polynome (unitaire) irreductible de degrt 
impair divisant l’un des ai, qu’on peut appeler a,. Un calcul simple montre 
qu’il existe u E k$ tel que pour f E k(t)* on ait: 
a,,,(f. w = u : a,,,(f. ~1 
(cf. (4, Section 3, Lemma 41; u n’est autre que la classe de a,/z dans k,*). 
Pour f E K* tel que f. @ I -@ soit K-isomorphe i une k-forme Y, on a 
done: 
a,,,(q=a,,,(f. m. -~+zJ .a,,,~. @I 4) 
= u * a,,,(ul> = OE W(k,) 
puisque les seconds residus des formes constantes ont nuls. Ainsi YE W(k) 
devient nulle dans W(k,), et comme k,/k est une extension de degre impair, 
Y = 0 E W(k), d’oti un K-isomorphisme f. @ E @. 
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Pour @ d’un type assez simple, et n = 1 ou 2, la geometric nous permettra 
d’obtenir encore quelques resultats positifs: voir Paragraphe 2, Proposition 9, 
et Paragraphe 3, Proposition 11. Voici maintenant un resultat d&pendant 
d’une hypothbe sur J: 
PROPOSITION 4. Soit @ une K-forme quadratique, et soit f E K* tel que 
f s @ I -4 vienne de k. S’il existe rt polyn6me irreductible de degre impair 
tel que v=(f) = 0 et que la classe f de f darts k,* soit un cart+, alors f. 0 et 
@ sont K-isomorphes. 
Demonstration. Soit Y une k-forme telle que f. @ I -4 soit K- 
isomorphe A Y, et soit n comme dans l’enonce. On a alors 
et done (theoreme de Springer) Y = 0 dans W(k). 
On pourrait deja utiliser les resultats obtenus pour donner des hypotheses 
sur le corps k assurant que l’enonce (E) vaut pour certaines valeurs de n 
(corps quadratiquement clos, corps Ci, corps p-adiques); mais la proposition 
suivante donnera des resultats plus fins. Nous avons besoin de quelques 
notations. Etant donnte @ = ((a 1 ,..., a,)) une n-forme de Pfister a coefficients 
dans K, on note Dk(@) le sous-groupe de K* forme des elements f
represent& par @ sur K, i.e., des f tels que f m @ et @ soient K-isomorphes. 
On note 
K,* = (f E K* 1 f. CD 1-Q Ej(W(k))}, 
k,* = {a E k* ( a . @ I -@ Ej(W(k))}. 
11 est clair que l’ensemble K,* contient Dk(@), et l’on verifie sur la definition 
que k,* = k* n K,* est un sous-groupe de k*. En fait: 
PROPOSITION 5. L’ensemble K,* est un sous-groupe de K*. Le quotient 
K,*/D,(@) s’identtjie a un sous-groupe de I”+ ‘k/I”+ ‘k. Pour @ don&e, 
l’enonce’ (E) vaut pour tout f E K* si et seulement si le groupe-quotient 
Kjjk,* . Dk(@) est trivial. 
COROLLAIRE 1. Soit @ une n-forme de Pfister a coeflcients dans K. 
L’enonce’ (E) vaut pour @ dans les cas suivants: 
(i) k est quadratiquement ~10s; 
(ii) k estjini; 
(iii) k est un corps Ci avec i < n; 
(iv) k est un corps p-adique et n > 2; 
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(v) k est un corps global sans plongement reel (corps de fonctions 
dune variable sur un corps fini, ou corps de nombres totalement imaginaire) 
et n>2. 
C’est clair, car I”+‘k = 0 dans tous ces cas. 
Demonstration de la Proposition 5. La derniere partie se verifie 
immldiatement. Pour etablir les deux premieres, considerons l’application 
K* -t I”+‘K/I”+2K donnee par f b f. @ i -@. On voit facilement que c’est 
un homomorphisme (car on a quotiente par I”+‘K), qui en induit un autre: 
8 : K*/D,(@) + I”+ ‘K/Z”+ ‘K. 
Le theoreme d’Arason-Pfister [5, Chapitre 10, Corollaire 3.4, p. 2901 montre 
que 0 est injectif: Pour Ctablir que K,* est un groupe, et que le quotient 
K,*/D,(@) s’identifie a un sow-groupe de I”+ ‘k/Z”+ 2k, il suffrt de montrer: 
un Clement f de K* est dans K,* si et seulement si e(f) a une image nulle par 
chacune des applications a,,, dans la suite exacte (1.3). Cette condition est 
clairement necessaire. Supposons maintenant que, pour 7c un polynome 
unitaire irreductible, l’on ait: a,,,(f. @ I -@) E I”+‘k,. Un calcul simple 
montre que l’image par a2,n d’une m-forme de Ptister sur K (de rang 2m) est 
la classe d’une forme sur k, de rang au plus 2m-‘. Ainsi a,,,df. @ I -@) 
est la classe d’une forme sur k, de rang au plus 2”, qui est par hypothese 
dans Z”+‘k,: le theoreme d’Arason-Pfister sur le corps k, implique 
a,,,(f. @ I-@) = 0 E W(k,). S i maintenant ceci vaut pour chaque 7c 
unitaire irrlductible, on conclut de (1.1) ou (1.2) que f. @ I -@ vient de k. 
Remarque 1. Precisons comment se calcule la fleche K,*/D,(@) C, 
Ini’k/Int2k. On peut supposer k intini (cf. Corollaire 1). Soit f E K,*. 
Choisissons n(t) = t - t, avec t, E k tel que v,(ai) = 0 pour chaque i et 
v,(f) = 0. L’image de f est alors la classe de f (to) . ((aI(tO), a,(Q)) 1 
-((a&L a&)>>. 
On a deja vu a la Proposition 1 un exemple ou la validite de (E) ne 
resultait pas de la nullite de K,*/D,(@) (a la difference des Propositions 2 et 
3). En voici un autre: 
PROPOSITION 6. Soit k = F?, le corps des reels. Soit @ une K-forme du 
type (1, a) @ q, avec a E K*, et q une K-forme quelconque. Si f E K* est tel 
que f. @ I -@ vienne de IR, alors il existe E = f 1 E IF?* tel que f. Q, et 
E . @ soient K-isomorphes. 
Demonstration. On peut supposer la fonction a semi-definie positive. 
Sinon, il existe t, E R tel que a(&) soit strictement nigatif et qu’aucun des 
coefficients de q (prise diagonale) n’ait de pole ni de zero en t,. Alors 
a l,l--lO(@) = 0, et la Proposition 2 montre que s = + 1 convient. On peut aussi 
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supposer f semi-definie negative sur IR, sinon la Proposition 4 montre que 
E = +1 convient. On a done f = -g, avec g semi-definie positive. Mais 
puisque g et a sont semi-delinies positives, on a un K-isomorphisme 
g . (1, a) g (1, a), grace a l’argument bien connu suivant. 11 suffit de voir 
que g est representee par (1, a) sur le corps K = D(t). Mais g est - 
trivialement - une somme de 2 car& dans IR(t), i.e., est une norme pour 
l’extension C(t)/lR(t). C omme G(t) est un corps C, (Tsen), la forme (1, a) 
est universelle sur C(t). Un argument de transitivite de normes permet de 
conclure, le cas oti a est un carre dans C(t) Ctant trivial. Ainsi, sur K, 
g . @ z @, done j”. @ g -@, autrement dit E = -1 convient. 
Le lecteur adaptera la demonstration pour k reel clos quelconque. Nous 
terminerons ce Paragraphe en montrant que le Corollaire l(v) vaut en fait 
pour k un corps global quelconque. 
PROPOSITION 7. Soit k un corps de nombres, et soit @ une n-forme de 
Pfister sur K, avec n > 2. L’honcP (E) vaut pour @. 
Dkmonstration. Le cas n = 2 fait l’objet de [4, Theoreme S(iii)]. 
Supposons done n > 3, et soit f E K 2, Pour v place finie ou complexe de k, 
la suite de Milnor (1.2) donne I”+‘kv(t) = 0, ou k, designe le complete de k 
en v; ainsi, pour tout CL E k,* ( t e meme a E k,(t)*), on a un k,(t)- 
isomorphisme ntre f. @ et a . @. Par ailleurs, pour chaque place reelle v de 
k, il existe 01, = f 1 E k,* tel que f - @ E cz, . 0 sur k,(t); en effet f E k(t),* 
entraine f E k,(t),*, et il suffit d’appliquer la Proposition 6. Par approx- 
imation faible, on peut trouver a E k* tel que a/a, E k,* soit un carrt pour 
chaque place reelle v. Les k(t)-formes f. @ et a . Cp sont alors isomorphes 
sur chaque k,(t), et l’on sait [ 3, Corollaire 1.1.1. ] que ceci implique qu’elles 
sont isomorphes ur k(t). 
Remarque 2. Nous ne savons pas si, dans le cas n = 2, on peut eviter la 
longue analyse geometrique qui, dans [4], mene i la demonstration du 
Theoreme 5 (iii). 
2. LE CAS D'UNE FORME DE PFISTER BINAIRE 
Dans ce Paragraphe, @ = (1, a) est une forme binaire, et k est suppose 
parfait (car. k # 2). Le resultat principal est l’interpretation geometrique des 
groupes K,*/D,(@) et K.$/k ,$ . DK(@) introduits au Paragraphe 1 (cf. 
Proposition 5) et qui mesurent le defaut de validite de l’inonce (E). Les 
resultats classiques (Roquette, Lichtenbaum) sur l’indice d’une courbe 
permettent alors tris facilement de donner des contre-exemples i (E) pour 
n = 1 et k p-adique. 
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On note kune cloture algebrique de k, et G = Gal&/k). On peut supposer 
a polynome de k[t], sans facteur carre. Si a est un carre dans k(t)*, alors a 
appartient a k*, et (E) vaut (Proposition 1). On supposera done LI 6? k. De 
plus, (E) vaut si kest un corps fini, et l’on a meme alors K,$/D,(@) = 0: on 
supposera k infini. 
La Proposition 5 identifie ici K,*/D,(@) a un sous-groupe de Z2k/Z3k. Ce 
dernier sous-groupe s’envoie homomorphiquement dans la 2-torsion du 
groupe de Brauer Br k de k, par l’invariant c de Clifford [5, Chapitre 5, 
Section 31. D’apres la Remarque 1, l’image de K,*/D,(@) est formie de 
classes de formes quaternioniennes, ur lesquelles on sait que l’invariant de 
Clifford est injectif. Ainsi, Kg/D,(@) s’identifie a un sous-groupe de ,Br k 
(en particulier, (E) vaut si la dimension cohomologique de k est au plus 1): 
nous allons identifier ce sous-groupe. 
Les hypotheses faites sur a montrent que la courbe affme d’equation 
y2 = -a(t) (coordonnees y et t) est une k-courbe lisse et geometriquement 
integre. On note C une k-courbe projective et lisse de modele affme donne 
par y* = -a(t): une telle courbe se construit facilement par recollement. La 
coordonnte t permet de voir C comme un revetement double de la droite 
projective Ip:. On note L = k(C) le corps des fonctions rationnelles de C, on 
note L= k(C) le corps des fonctions rationnelles de c= C Xk 6. On note de 
m2me K= k(t). Le groupe DK(@) n’est autre que l’image NLIKL * de la 
norme de L i K. 
PROPOSITION 8. Le groupe K$/NLIKL* = K,*/D,(@) est isomorphe au 
noyau de l’application naturelle Br k + Br L. 
Dbmonstrution. On dispose du diagramme commutatif et evident de 
1 1 
I I 
l-k”- K* - p//p - 1 
II I I 
1-k*--+ z* - p/p- - 
I I 
z */jp = z; *p 
I I 
1 1 
suites exactes de G-modules: 
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et de I’isomorphisme de G-modules: 
K*/lc* 2 0 z[W,l 
PEAi 
ou P parcourt les points fermes de la droite affine, k(P) dtsigne le corps 
residue1 en P, et G, = Gal(l/lk(P)). En utilisant le Theorime 90 de Hilbert, le 
theoreme de Tsen (Br K= 0 = Br z), la nullite du H’ d’un G-module de 
permutation (i.e., du type oi Z[G/H,] p our Hi sous-groupe ouvert de G), la 
suite de Kummer et des suites de restriction-inflation (cf. [ 10, Chapitre VII, 
Section 6, Proposition 5, et X, Section 4]), on obtient, a partir de la suite de 
cohomologie deduite de la suite exacte verticale de droite du diagramme ci- 
dessus, la suite exacte suivante: 
0 -+ Ker(Br k -+ Br L) -+ Ker(Br K + Br L) + @ k(P)*/k(P)**, (2.1) 
PEA; , 
la derniere fleche provenant de fleches de “residu”: 
Cp : ,Br K + H’(k(P), E/2) 
(cf. [ 1, Lemma 3.151, ou [4, p. 4311). 
Pour z polynome unitaire irreductible de k[t] definissant le point ferme P 
de A:, de corps residue1 k(P) = k,, on dispose du diagramme 
/ 
,Br K --fL k(P) */k(P) * * 
K*INL* 0 
4 
cK IT dkt 
IZK/Z3K a2.n Z’k(P)/Z*k(P) 
ou la fleche K* + ,Br K associe i fE K* la classe de l’algibre de 
quaternions ( -2’), fleche qui induit done l’isomorphisme K*/NL* 2; 
Ker(Br K + Br L). Que le triangle commute resulte d’un calcul immediat 
(Note: tous les groupes sont annul& par 2). La commutativite du carre 
resulte d’un calcul simple et de la description explicite de cp, qui a l’algebre 
de quaternions (‘id) associe, comme le symbole modire en K-theorie, la 
classe, dans k(P) */k(P) **, 
- 
de l’element (-1)” (d’/c’), avec i = v,(c) et 
j = v,(d), ou a designe la classe modulo z d’un element a de k(t)* de u,- 
valuation nulle. Pricisons que dtt disigne ici le determinant signe [5, 
Chapitre 2, Section 21, done dCt((c, d)) = -cd. 
On a vu au Paragraphe 1 (demonstration de la Proposition 5) que 
K,*/NL* est le noyau de l’application compode: 
K*/NL * 3 12K/13K - @ Z’k,/Z2k,; 
s 
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d’apres le diagramme ci-dessus, c’est done aussi le noyau de l’application 
composee: 
K*/NL * 1 Ker(Br K + Br L) (Ipl @ k(P)*/k(P) * *, 
ISa: 
La suite exacte (2.1) permet alors de conclure. 
Remarque 3. On peut verifier que l’isomorphisme 
K:/N& * 5 Ker(Br k + Br L) 
issu des calculs precedents est obtenu par la composition des applications 
KS/D,(@)-+ 12k/Z3k de la Proposition 5 et de l’invariant de Clifford 
c : Izk/Z3k -+ Br k. Pour etablir ce fait, qui ne sera pas utilise dans la suite, 
on utilise les suites de cohomologie tirees du diagramme commutatif de 
suites exactes de G-modules: 
1 
ainsi que l’injection Br k C, Br K. 
COROLLAIRE 2. (i) Le groupe K.$/NLIKL * est isomorphe au conoyau 
de Papplication naturelle Pit C + (Pit C))“; 
(ii) II est isomorphe au noyau de l’application naturelle Br k+ Br C; 
(iii) II est nul si C possede un O-cycle de degre’ impair; 
(iv) II est isomorphe d 212 si C ne possede pas de O-cycle de degre’ 1, 
et que k est soit le corps IR des reels, soit une extension finie de QP; 
(v) I1 est fmi si k est de type j%ti sur Q. 
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Dimonstration. (i) Ici Pit X dtsigne le groupe de Picard d’une varieti 
X. Pour obtenir la suite (2.1), on a utilise l’isomorphisme H’(G, z */k*) 3: 
Ker(Br k -+ Br L). On sait bien (e.g., [ 71) comment obtenir alors l’enonce en 
utilisant la suite exacte de G-modules: 
oti la fleche z* -+ Div c associe a une fonction son diviseur (on utilise 
Div C = (Div c)>” et H’(G, Div c) = 0, qui resulte du lemme de Shapiro car 
Div C est un G-module de permutation). 
(ii) On sait que le groupe de Brauer Br C de la k-variete lisse C 
s’injecte dans le groupe de Brauer de son corps des fonctions k(C). 
(iii) Comme C possede un O-cycle de degre 2 (car C est un revetement 
double de I?:), elle possede un O-cycle de degre 1 d&s qu’elle en possede un 
de degre impair. On sait qu’alors la suite de G-modules 
est G-scindee. On en deduit 0 = H’(G, z */k*) ; Ker(Br k -+ Br L). On 
trouvera une demonstration plus elementaire dans la Remarque 4. 
(iv) Pour k = IR, Witt a montre qu’une courbe lisse C sur IR est sans 
point reel si et seulement si (-1) est une somme de 2 cart-es dans IR(C), i.e., 
si et seulement si le noyau de la fltche Z/2 = Br IR -+ Br IR(C) est tout Br IR 
(Note: si C posdde un O-cycle de degre impair, elle posdde un point reel). 
Le cas d’un corps p-adique a et& ttudie par Roquette [9] et Lichtenbaum 
[6, 71 en liaison avec les problemes d’indice et de phiode pour les courbes. 
Le thioreme de Roquette, dont la demonstration complete a et& donnee par 
Lichtenbaum dans [7], dit que pour une courbe C projective, lisse et 
giomltriquement indgre sur un corps k p-adique, le noyau de l’application 
Br k + Br k(C) est d’ordre fini Cgal a l’indice I de C, c’est-a-dire au p.g.c.d. 
des degrts des points fermis de C. Ceci donne le resultat, puisqu’ici I= 1 
ou 2. 
(v) D’apris (i), le groupe K,*/NL* est un quotient de torsion de 
(Pit (?)G, qui est lui-m2me extension de Z par le groupe des points k- 
rationnels de la jacobienne de C: pour k de type lini sur Q, ce groupe est de 
type lini (theoreme de Mordell-Weil-N&on). 
Remarque 4 (autre demonstration de (iii)). Si C posdde un O-cycle de 
degre impair, elle posdde un point fermt P de degre [k(P) : k] impair. 
Supposons d’abord P dans l’ouvert alfine U d’equation y* = -a(t), et soit Q 
le point ferme de Ai image de P par la projection U-+ Ai dlfinie par la coor- 
donnee t. Le point Q est dilini par un polynome unitaire irriductible 7c E k[t] 
de degre impair, car le corps k, = k(Q) est une sous-extension de k(P)/k. Si 
481/84/2-I2 
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rr ne divise pas a, on voit sur l’equation que la classe de (-a(t)) dans k, est 
un carre dans k(P), done dans k(Q) puisque k(P)/k(Q) est de degre impair. 
Autrement dit, a,,,(@) = 0, et alors K,*/D,(@) = 0 d’apres la Proposition 2. 
Ceci vaut encore si n divise a, d’aprb la Proposition 3. Pour conclure, on 
peut soit raisonner sur un modele explicite de C (obtenu par recollement de 
deux situations du type U/A:), soit observer que le lemme de diplacement 
des diviseurs implique l’existence sur C d’un point ferme de degre impair 
dans tout ouvert de Zariski non vide (on peut ainsi eviter aussi le recours a 
la Proposition 3). 
On a vu a la Proposition 5 que l’enonce (E) vaut pour @ si et seulement si 
l’application naturelle k,* + K,*/D,(@) est surjective. Dans la situation de ce 
Paragraphe, on calcule facilement le groupe k,*: 
LEMME 1. Soit a = ni a, un polynbme produit de polyn6mes i&duc- 
tibles premiers entre eux deux ci deux, et soit @ = (1, a). Notons k, = k[t]/ai. 
Le sous-groupe k,* de k* coi’ncide avec le noyau de l’application naturelle 
k* --$ ni ki”/k,* ‘. 
Dbmonstration. Par definition, et par la suite (1. l), k,$ est l’ensemble des 
1 E k* tels que tous les seconds residus de A . @ I -@ par rapport aux 71 
unitaires irreductibles oient nuls. 11 sufftt de faire le calcul. 
Remarque 5. On voit ainsi que si l’un des a, est de degre impair, k,* 
co’incide avec k*2 (q ui est toujours contenu dedans). D’un point de vue 
geometrique, les a, correspondent aux points de ramification du revetement 
double C -+ Ip:, a l’exception du point i l’infmi de Ipi, qui est un point de 
ramification si et seulement si a est de degrl impair. On voit done que dans 
l’enonce du lemme on aurait pu tout aussi bien faire parcourir i ki 
l’ensemble des corps residuels aux points de ramification du morphisme 
C+ Ip: (cf. d’un autre point de vue [5, Chapitre IX, Theoreme 4.21 - loi de 
reciprocite de Scharlau). 
Les calculs precedents permettent de decrire encore un cas ou (E) vaut: 
PROPOSITION 9. Pour @ = (1, a), avec a poly&me irrkductible du 
second degrP, l’honce’ (E) vuut. 
D&monstration. On peut supposer u(t) de la forme A.(t’ - b), avec ,l et b 
dans k*, et b 6? k*2. La courbe C est une conique d’equation affine 
y* = -A(t’ -b). 
On peut supposer C saris point rationnel (sinon (E) vaut d’apres le 
Corollaire 2(iii)). Dans ce cas, (Pit c)‘/Pic C = Z/2 et done (Corollaire 2(i) 
et (ii)): 
K$/NL,K L * 3 Ker(Br k--t Br k(C)) z Z/2. 
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Comme (-1) n’est pas une norme de k(fi)/k (sinon C aurait un point k- 
rationnel), et que (--A) est une norme de L(fi)/L (voir l’tquation), la classe 
de I’algtbre de quaternions ( -i*“) est le ginerateur de Ker(Br k + Br k(C)). 
Par ailleurs, d’apres le Lemme 1, b est dans k,* (b engendre n fait k,*/k*‘), 
et done la forme 
b . (1, J(t’ -b)) 1 -(l, n(t’ - b)) 
vient de k. On calcule la forme dont elle vient en faisant t = 0; au signe pres, 
c’est la norme de l’algebre de quaternions ci-dessus, et done son invariant de 
Clifford cojincide avec la classe de cette algebre: l’application 
k,* + K$/NLIK L * est surjective. 
Construction d’un contre-exemple ri (E), dans le cas n = 1, avec k = QP. 
Ici 0$, est le corps p-adique usuel, avec p # 2. Soit u E Zp* avec u non carre, 
par exemple u = -1 si p = 3 mod. 4. Soit a(t) = -p(t’ - u)(t2 -p). La 
courbe C associle a done un modele affme lisse d’equation 
y2 = p(t’ - u)(t2 - p). (2.2) 
En discutant suivant la valuation p-adique de t E Q!, on voit que (2.2) n’a 
pas de solution dans 6Jp, Ainsi C n’a pas de pomt dans C$, (un point 
rationnel lisse d’une variete sur Q,, est entoure d’autres). Comme C est de 
genre 1, le theoreme de Riemann-Roth montre qu’elle ne posdde pas non 
plus de O-cycle de degre 1 (on peut aussi donner un argument de valuation 
sur (2.2) consideree dans une extension finie de degrt impair de QJ. Ainsi 
(Corollaire 2(iv)): 
K,*/N,,,L* z Z/2. 
Un Clement de CJ!F qui est un carre dans C&(G) et dans U&(fi) est un 
carrl dans Q,,. Ainsi (Lemme 1) Q!& = Qf2, et l’application 
a une image nulle. On a done bien un contre-exemple i (E) (cf. 
Proposition 5). 
Remarques 6. (a) On verifiera que a(t) = -p(t’ - u)(t2 - a2u), avec u 
comme ci-dessus, et a E Z$, a # f 1, bien que donnant une courbe C sans O- 
cycle de degre 1, ne donne pas de contre-exemple: K,*/k,* . NLIK L * = 0. 
(b) L’analyse du cas n = 1 don&e ici permet de montrer facilement 
l’exisfence de contre-exemples a (E). Mais les nullites de groupes de 
cohomologie utilisles dans la Proposition 5 font qu’il est malaise, m&me lors- 
qu’on connait explicitement un element de Ker(Br k -+ Br k(C)), de trouver 
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l’kltment de Kt/NLIKL* qui lui correspond. 11 est d’ailleurs aussi malaisi: de 
dicrire l’inverse de l’isomorphisme: 
Coker(Pic C -+ (Pit c>“) 5 Ker(Br k -+ Br k(C)). 
Dans le contre-exemple ci-dessus, on vtriliera que f = u(t* -p) est le 
gCn&rateur de Kz/NLIKL * g Z/2 c Br UJ$. Quant 1 tcrire l’inverse de 
l’isomorphisme ci-dessus mention& il faudrait par exemple savoir tcrire 
explicitement p sous la forme a2 - @, avec a et /I dans QJC). 
(c) Au vu des rCsultats positifs obtenus dans ce Paragraphe t dans le 
p&&dent, le lecteur se convaincra que le contre-exemple ci-dessus est “le 
plus petit possible”. 
Contre-exemple ci (E), duns le cas n = 1, avec k = Q. 11 s&it de 
reprendre le contre-exemple don& pour k = U4,,. Choisissons p = 3 et 
u=-1, puis f = u(t’ -p) et @ = (1, -p(t” - u)(t* -p)). Des calculs 
immCdiats de seconds rksidus donnent: 
a 2,t2-u(f. @ 1-Q) =p * (-24, u -p) = 3 . (1, -4) 
= 0 E W(64(fl)), 
a *,12Lp(f* @ 1-Q) = (U,P(P - u>> = (-133 * 4) 
= 0 E W(Q(fi)). 
Ainsi f. @ I -@ vient de Q(t), mais il n’existe certainement pas a E Q* tel 
que f. @ g a . @ sur Q(t), puisque ce n’est dkjh pas le cas sur Q,(t), avec 
aEQ,*. 
3. LE CAS D'UNE FORME DE PFISTER QUATERNAIRE 
Soit @ = (1, a(r)) @ (1, b(t)), avec a(t) et b(t) dans k[t], non nuls et saris 
facteur multiple. On a dicrit dans [4] les liens Ctroits - et bien connus - 
entre la k(t)-forme @ et les k-surfaces X, projectives et lisses, fibrtes en 
coniques sur la droite projective Ip:, admettant pour modkle afflne la surface 
de Ai (avec coordonnkes y, z, t) d’kquation: 
y* + a(t) z2 + b(t) = 0, 
la projection sur l’axe des r correspondant g la fibration. On note toujours 
K = k(t). Le sous-groupe D,(Q) de K* n’est autre que l’ensemble des 
Climents de K* rep&en& par la norme riduite de l’algibre de quaternions 
( -“imb). On note A ,JX) le quotient du groupe des O-cycles de degrb 0 sur X 
par 1’6quivalence rationnelle, et on note S le k-tore dual du G-module Z-libre 
de type fini Pit %. Bloch a ttudit dans [ 1 ] une application naturelle 
FORMES QUADRATIQUES 463 
IA,(X) + Hi@, S), et ses calculs completes par ceux de [4] montrent 
l’existence d’une suite exacte [4, Section 3, Proposition 21: 
l--t X,*/k,* * DK(@) + A,(x) 4 H’(k, S). (3.1) 
Grace i cette suite, la question de l’injectivite de A, poke par Bloch, est 
ramenbe a une pure question de formes quadratiques: Pkwzce’ (E) uaut-il 
pour @? Rappelons les resultats obtenus dans [4, Theoremes 4 et 51, avec les 
notations de la Proposition 5: 
PROPOSITION 10. Pour @ = (1, u(t)) @ (1, b(t)) et X comme ci-dessus: 
(i) Si X possdde un O-cycle de degre’ impair (done un point fermk de 
degre’ rhiduel impair), K,*/D,(@) = 0; 
(ii) Si k est un corps p-adique, K,*/D,(@) = 0; 
(iii) Si k est le corps des rbels, K,*/k,* . DK(@) = 0; 
(iv) Si k est un corps de nombres, K,*/k,* . DK(@) = 0. 
La demonstration de (i) utilise un peu de geometric et des cas particuliers 
des Propositions 2 et 3 du present article (ainsi motivees; cf. aussi Remarque 
4). La demonstration de (ii) est celle du Corollaire l(iv). Celle don&e pour 
(iii) [4, pp. 439-4401 utilise de la geometric et un cas particulier de la 
Proposition 1: la Proposition 6 fournit une autre demonstration, sans 
geometric. Pour (iv), voir Proposition 7 et Remarque 2. 
Voici un resultat positif supplementaire: 
PROPOSITION 11. Soit a E k*, et soit b E k[t], non nul, de degre’ <2. 
L’hzonce’ (E) uaut pour @ = (1, a) @ (1, b). 
D&monstration. Pour surface associee X, de modele affine 
y2 + az* + b(t) = 0, 
on peut prendre une surface Iibree en coniques d’invariant r ,< 2 (l’invariant r 
est le nombre de fibres glometriques degenirees - cf. [2, 1.21; pour les 
modeles, cf. [2, p. 3261 ou [3, p. 1761). 11 resulte alors de [2, Theoreme C], 
que tout O-cycle sur X de degre 20 est rationnellement equivalent i un O- 
cycle effectif, done tout O-cycle de degre 0 est rationnellement equivalent i 0, 
soit A,(X) = 0. L&once risulte alors de la suite exacte (3.1). 
Remarque 7. La meme demonstration montre que pour toute quadrique 
lisse X dans Ipi, avec ou sans point rationnel, A_,(X) = 0; pour une telle 
surface on a d’ailleurs aussi H’(k, S) = 0, car Pit X est un G-module de per- 
mutation. 
Nous allons maintenant donner des contre-exemples a (E) pour n = 2. 
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Comme ceux du Paragraphe 2 pour n = 1, ils seront “minimaux” compte 
tenu des resultats positifs obtenus. 
Contre-exemple ri (E), dam le cas n = 2, auec k = Q-,((X)). Soit p un 
nombre premier impair et soit k = QJ(X)) 1 e corps des series formelles a une 
variable sur Q,,. Considlrons 
@ = ((-X3 -p(t’ - u)(t2 -P))), 
f = u(t2 -P), 
avec u E Zp*, et u non carrt. 
Nous allons montrer que la k(t)-forme f. @ 1 -4 vient de k, mais qu’il 
n’existe pas a E k* tel que f. @ soit k(t)-isomorphe i a . @. 
Pas 1. La formef. @J -L -@ vient de k. 11 suffit (cf. (1.1)) de calculer les 
seconds residus en (t’ -p) et (t* - u): 
a 2,d.f4 @ 1-G) = (1, -x> OP * (u -A -u> E W(QJ(X))(fi)), 
a 2,&f* @ 1 -@I = (1, -x> 0 04 P(P - u)) 
= (13 -x> 0 04 P - u> E WQJ(X))(~)) 
qui sont tous deux nuls, car (U -p)/u est un carre dans Q:. 
Pas 2. La k-forme dont vient f. @ I -4 n’est pas nulle dans W(k). 
Pour calculer cette k-forme, appelons-la q, il sufftt par exemple de faire t = 0 
dans @: 
q = (1, -X) 0 (1, -u> 0 (-1, -up>. 
soit encore, tenant compte de I”C$, = 0 et du fait que I’C$ = Z/2 est 
engendre par ((-U, -p)): 
9 = (1, --X)0 (1, -u> 0 (1, -P>. 
Pas 3. Si a E k* est tel que a . @ 1 -4 vient de k, alors a . @ et # sont 
k(t)-isomorphes: ce troisieme pas permet de conclure. 
Si a ..@ -L -@ vient de k, on a: 
=P(U -P) . (1, -a>@ (1, -X> E WJJ(X))(fi)), 
o=a 2,t2-p(a - @ 1 -@> 
= (p - u) . (1, -a> 0 (1, -X> E WQp<<x>><fi>>. 
Ainsi, a est une norme de l’extension Q,((X))(fi)(fl)/U4~((X))(fi), 
c’est-a-dire de QJfi)((X))(fl)&(fi)((X)), et c’est une norme de 
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LEMME. Soit L un corps (car. L # 2). Si a E L* est une norme de Pex- 
tension L((x))(fl)/L((x)), c’est un carre’ dans L*. 
Par ailleurs, pour k = Q&((X)), le quotient k*/k*2 est d’ordre 8, engendre 
par les classes de U, de p, et de (-X). Pour determiner le sous-groupe k,* de 
k* forme des a tels que a . 0 I -@ vienne de k, sous-groupe qui contient 
k*2, il suffit d’examiner des representants de k*/k**. 11 est clair que (-X) 
est dans k,*, car (-X) est represente par la forme de Pfister @, et done 
(-X) . @ ” Q, sur k(t). Par contre, si u etait dans k& d’apres le Lemme et le 
calcul le prtctdant, u serait un carre dans C!,,(\/;;), ce qu’il n’est pas. De 
meme, p n’est pas dans k,*, sinon p serait un carre dans Q (fi), ce qu’il 
n’est pas: les extensions quadratiques C!,(d) et Q,,(d) de Q, sont 
distinctes, et elles sont aussi distinctes de C$,(fi), ce qui permet de voir de 
la mtme facon que up n’est pas dans ki. Ainsi k,*/k*2 est engendre par 
(-X), et (-X) . @ ?z @ sur k(t): le troisitme pas est termine. 
Avec les notations de la Proposition 5, on voit qu’ici l’injection 
Kr/D,(@) 4 13k/14k z 212 est un isomorphisme, un generateur de 
Kg/D,(@) &ant donne parf. Mais l’image de kg/k*’ z TZ/2 dans K,*/D,(@) 
* est reduite a zero. 
Autres contre-exemples ti (E) pour n = 2. (1) Le contre-exemple ci- 
dessus en donne un sur k = Q(X): choisissons p = 3 et u = -1. Le mEme 
calcul qu’au pas 1 ci-dessus montre que tous les seconds rtsidus de 
f. @ 1 -@ sont nuls ((-4, 1) est certainement nul). Ainsi, f. @ I -@ vient 
de k = Q(X). Mais il n’existe pas a E C!(X)* tel que f. @ et a . @ soient 
k(t)-isomorphes, puisque ce n’est deja pas vrai sur U&((X)). 
Ceci donne des contre-exemples sur tout corps compris entre Q(X) et 
Q,((X)), par exemple Q,(X) et a((X)). 
(2) On peut aussi fabriquer des contre-exemples sur tout corps k inter- 
mediaire entre C(X, Y, 2) (corps des fractions rationnelles i trois variables 
sur les complexes) et le corps des series formelles it&es C((X))((Y))((Z)), 
en utilisant 
@ = ((-z, -Y(P - x)(t2 - Y))), 
f = (X- Y)(t2 - Y). 
Le principe des calculs est analogue au precedent. On a, pour 
k = U(XJ)((u))(W)~ 
13k/14k = I’k z Z/2; 
il s’agit la encore d’un contre-exemple “minimal.” Sur ce dernier corps, on 
peut d’ailleurs aussi prendre f = X(t’ - Y). 
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Remarques finales. Comme on a pu le voir, l’etude de I’enonci (E) 
suscite un jeu a plusieurs partenaires (peut-on en imaginer d’autres?) qu’on 
peut rep&enter ainsi: 
Formes de Ptister sur k(t) 
Revetements doubles de Ip: k-surfaces tibrees en coniques sur Ip: 
k-courbes k-surfaces rationnelles. 
On a le tableau suivant, oti C est comme au Paragraphe 2, et X comme au 
Paragraphe 3 (ou en [4]): 
n-formes de revctements 
Ptister sur doubles de Ip: 
4) (n= 1) 
k-surfaces iibrbes 
en coniques sur Ip: 
(n=2) 
H'(G, /i(C)*/&*) 
= Ker(Br k --* Br k(C)) 
H’(G, K, &(X)/K, i) 
Ker(A,(X) + H’(k, S)) 
k: Ker (k* + v k:/k:‘) 
(pour la derniere ligne, cf. Remarque 5, et [4, Proposition 21). 
Un enonce dans une colonne en suggere un autre dans les autres; se posent 
les questions de demontrer ce nouvel enonce, respectivement de le demontrer 
sans passer par une autre colonne. Ainsi: 
(a) Pour C(k) # 0, et C une k-courbe (lisse) quelconque, on sait 
H’(G, k(C)*/k*) = 0 (cf. Corollaire 2(iii)); on connait la version “formes de 
Ptister” de ce resultat (cf. Remarque 4) pour tout n (Propositions 2 et 3); 
mais on doit pour l’instant passer par Ii pour obtenir 
H’(G, K,k(X)/K,&) = 0 pour une k-surface X fibrie en coniques sur Ip: avec 
X(k) # 0, alors qu’on aimerait obtenir ce resultat pour toute k-surface 
rationnelle avec X(k) # 0. * 
(b) Supposons k de type tini sur 0.. Pour n = 1, la geometric 
(Corollaire 2(v)) permet de montrer que K,*/k,* . DK(@) est un groupe fini 
* Nore ujoutie sur ipreuves: Ce risultat a &C itabli depuis, cf. J.-L. Colliot-Thkltne, 
Hilbert’s Theorem 90 for K,, with Application to the Chow Groups of Rational Surfaces, 
Invent. Mnth. 71 (1983), l-20. 
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(en fait Kd/D,(@) est fini, au moins pour @ ne venant pas de k); s’il en Ctait 
de mime dans le cas n = 2, on obtiendrait la tinitude de A,(X) pour X 
surface fibree en coniques sur Ipi (sans supposer, comme en [4], que X 
admet un O-cycle de degre 1). 
(c) Soit @= (l,a,)@ .e. @ (l,un), avec ~~,...,a, dans k* et 
a, E k[t], polynome irrtductible du second degre. L’enonce (E) vaut-ii pour 
@? La geometric nous a permis de le voir pour n = 1 (Proposition 9) et pour 
n = 2 (Proposition 11). 
(d) Peut-on Ctablir le cas n = 2 de la Proposition 7 sans passer par la 
geometric? 
(e) Pour terminer, notons que la diffkulte a suivre explicitement les 
isomorphismes relevee dans le cas n = 1 a la Remarque 6(b) se retrouve 
dans le cas n = 2. Ainsi, pour le contre-exemple donne en (2) sur le corps 
k = C((X))((Y))((Z)), on peut etablir H’(k, S) = 0 en utilisant [4,2.4 et 
2.51. Comme on a Kg/k $ . D,(Q) = Z/2, on obtient A,(X) = E/2. Question: 
exhiber un gtnerateur! 
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